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IV-2. 


O. EQUAZIONI ORDINARIE 


La teoria delle equazioni (ordinarie) di tipo Fuchs è un capi- 
tolo classico dell'Analisi (Cfr. il testo di Wasow). 

La teoria è stata recentemente inquadrata nell'ambito natura- 
le delle equazioni differenziali a punti singolari negolani, attraverso 
i contributi della scuola francese (Malgrange, Deligne, ecc.) e di quella 
giapponese (Sato, Komatsu, ecc. ). 

L'esposizione che segue è fatta in vista di porre in evidenza 
problemi e tecniche che, in forma assai più complessa, si ripresentano 
nel caso di equazioni a derivate parziali di tipo Fuchs (su cui riferirà 
Jeff E. Lewis). 


1. EQUAZIONI ORDINARIE DI FUCHS 
SNO CRGENANTE DI KUCHS 


Un'equazione di Fuchs d'ordine m e peso m-k (k, m interi, 


1 sk sm) è un'equazione del tipo: 
k x ; Mm=k 
__ |a. m k-j m-j m-k-i n 
(11) Pu = È dt "a a;(t) ac dl + > b, (t) dì Jo =f, 


dove 9. = d/dt ed i coefficienti Aia db,» sono funzioni "regolari" (almeno 
Lei ® 

C ) su un intervallo aperto o € I CR. Non supporremo, contrariamente al 
solito, che i coefficienti siano analitici. 


Un esempio significativo è fornito dall'equazione di Bessel: 


1 e N SOR 
(11) B, U = (È dl + t d, si Rae 


IN=3. 


dove v € C (l'"ordine" di B). 

I problemi di cui vogliamo occuparci qui riguardano: risolubi 
lità (locale) di Pu = f, vicino a t = 0, quando f E C° (0 f è analitica), 
ovvero se f e D', e struttura delle soluzioni dell'eq. omogenea. 


Conviene associare all'operatore il polinamio indiciale 


(1.2) Ip(2) = z(z-1) ... (z-m+1) + z(z-1) ... (z-m+2) a, (0) +00 + 


+z(z2-1) ... (z-(m-k-1)) aL (0) s ze ci 


tale polinamio si ottiene naturalmente quando si cerchi una soluzione di 


k 2 x 
PULITA, 2° + RS a,(0) ri n° ult) = 0, t > 0, nella forma u(t) = t7. 
j=1 


Si noti che se m = k il coefficiente di a,(0) è 1. Perm>» k 
1p(2) = 0 ha le radici z = 0,1,...,m-k-1. Nel caso m = k trasformiamo la 
equazione Pu = f in un sistema equivalente secondo lo schema seguente. 


Ricordiamo che: 


Pad _ aa SME 

t o = (02, (p-1)) (9, (p-2)) ... td, pua 2, 
Poniamo: 

uj = U 

Un = t dì u, = td, u a 
(1.3) uz = (t d, - 1) u, = (t 9, -1)t d, u= d u 

m-1 .m-1 
metta, (m-2)) ug Ft UU 


Allora: 
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bad, Wi, = Un 


U, = U, + (t d, - 1) U, = + U 


>; 
US =2 uz + (t 9, - 2) uz = 2.u., +U 
(0/55 N80) RA REA usate pd urine 


to, u = (m-1) un (È + (m-1)) ue 


" 
Sì 
î 
= 
c 
' 
DE 


a; (t) Un-j+1 + f 


e quindi il vettore Ùù = (U] 3-34) soddisfa il sistema: 
+ + 
(1.5) (t d In - At))u=f 


Dove È = (0,0,...,0,f) e A(t) è la matrice mx m: 


(1.6) A(t)= s -T 


cap lt) ma,_y(1) e an(t) - aj(t) + (m-1) 


Ora è facile vedere che det (z In - A(0)) = Ip(z). 


Consideriamo ora un sistema del tipo sopra indicato, i.e. 


(7) 


(ta, I - A(t)) vV=9g 


dove A(t) € C°(I; L(c")), 0 IC R, I aperto. 


Un modo interessante di affrontare (1.7) è di chiedersi se 


esista una matrice C(t) e C°(J; L(c")), ce Jc I, tale che: 


(1.8) 


di Taylor: 


(1,8) 


(1.9) 


1) Clo) = In 


2) (t 9, L - A(t)) C(t) = C(t) (t 9, Li - A(o)),Y tel. 


Per trovare C(t) soddisfacente (1.8), consideriamo la serie 


1 Tegl : 
At) L Ato A 337 ACI, _g » © cerchiamo 
] 
c(t) n DO ct 
120 


Imporre (1.8) equivale a richiedere: 


n 


t9, C(t) - [A(t) C(t) - C(t) A] 309 sud. 


Otteniamo così le equazioni matriciali: 


A, E, 3 Gi A, = 0 


Il 
(Pe) 
a 
» 
(e) 
I 
Pa 
5 
(e) 
' 
— 
Hu 
Ss 
_ 
o 
Ra: 
Il 
P_i 
— 
4 
Ci. 
‘ 
—l 
IV 
- 
. 


La prima di (1.9) è soddisfatta con ca = In Per risolvere 


le altre equazioni utilizziamo il risultato seguente. 
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Se F, G sono 2 matrici m x m, affinché l'eq. PF - GP = Q am- 
metta soluzione (matrice m x m) quale che sia Q (matrice m x m) occorre 
e basta che o(F)M 6(G) = è, i.e. F e G non hanno autovalori comuni. Pro- 
va: si tratta di studiare l'iniettività della mappa lineare P+ PF - GP. 
Sia o(F)M o(G) = de PF - GP =0. Alloravie CeVreNnNsi ha 


P(F- X DI - (G- XI X, P = 0. Utilizzando il teorema di Jordan, 
Vv 
c- Ker(F - i; In )"I, dove X sco A, sono gli autovalori distinti di 


Fe ri * la olltspietta algebrica di d; Se x e Ker(F - à; I A "i si ha 
PA - A; In ) xe 0 e quindi x = 0 se n È 0(G). Duna se pra No(G)=$, 
0 CIA parte, se o(F)n o(G) # $ è facile costruire un esempio di 
P #0 per cui PF- GP=0. 
Diremo che dl sistema t dl I, - At) verifica La condizione 
di Fuchs se: 


(1.10) (A) NOA, =] In) =d, lima 


(i.e. se gli autovalori distinti di Ag = A(0) non differiscono per degli 
interi). 

Se vale (1.10) le eq. (1.9) per Cc» 121, sono univocamente 
risolubili e quindi resta definita la serie formale di Cc e Usando i] 


Lemma di Bore], costruiamo Ce c° Ur sto” )) con é(1)! la x Cc el, Per 


5 >| 
costruzione: 120 


(11.11) to. I CC -LACt) Ct) - Èlt) AI = ot) 


è C” e piatta a t=0, i.e. 9; o(t)]..9 50 Vi. 


Proviamo ora che fissato [-T, T]CI, esiste Ye C°([-T sTis Le! 19)5 
piatta a t = 0, per cui risulta t 9, Y- [A(t) Y- Y(t) A al = - $(t) su 
(-T,T). Ponendo allora C(t) = C(t) + Y(t) siamo a posto. 

Se B(t) € C°([- Ti Le )), piatta at=0, poniamo: 


IV-7. 
1 "°d 
(1.12) (E B)(t) = [ B(pt) L 
o p 


E' fatile vedere che E B € C([-T,T]; L(c")) ed è piatta a 
t = 0. Si noti che 


x 1 
J A dg) do 
9 E B(t) = [ prot) A 


o 
Sicché 
1 
(1.13) É CA E B(t) = [ t B'(pt) dp = B(t). 
O) 
Per N = 0,1,..., poniamo: 
(1.14) qy(8) = Sup je? 859) (6)] 
|t|sST 
osjsN 
Allora: 
de 
(1.15) qy(E B) = sup LIT fp pe 
|t|ST /o P 
osj sN 


1 s 
< q(8) N ist gp) N21 
sN p PENN 9 se i © 
o 


Definiamo K: B(t) + A(t) B(t) - B(t) A Usando il metodo di 
Picard, per risolvere (t di - K)B=- è, poniamo fee 0, Li = E{K(Y) - Oiligac» 
dr * E{K(Y,) SD 

Da (1.15) segue che esiste una successione 1 $ Nt + co per Cui: 


1 
(1.16) anali 


j j 
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Dunque te} converge su C°([-T,T]; L(c")) ad una Y, piatta a 
= 0 che risolve t d Y-KY=- è su (-T,T). 


N.B. Se A(t) E A(I; (ec )) e soddisfa la condizione di Fuchs, 


allora £ C R, converge ad una funzione analitica in un intorno di t=0 


120 
(esercizio). 


Dunque se vale la condizione di Fuchs, il sistema t d, I, - A(t) 
"equivale" localmente (vicino a t = 0) al sistema a .-coefficienti cata 
t dI ma A(o)! 

Nel caso dell'equazione di Bessel, la condizione di Fuchs si- 
gnifica che 2 v & 7. 

Cosa si può dire se Ja condizione di Fuchs è violata? A pat- 
to di commutare A(t) con una opportuna matrice in G L(m; C), possiamo sup- 


porre dall'inizio che A(o) sia una matrice diagonale a blocchi, del tipo: 


(1.17) Mo) LL i 


dove A; è una matrice mi; x Mi del tipo: 


' 
] 
' 
dove Lî è un intero 2 1, Uj E C ed i blocchi in A, sono in forma di Jordan 
di certe dimensioni e, infine, U; “ Hj Tse = 
E' possibile modificare la costruzione precedente e provare 


che esistono 2 matrici C(t), À(t) e C°(9; L(C")), OE ICI, tali che: 


1). Gio) = In (più in generale C(o) € GL(m; C)). 
2) À(t) è diagonale a blocchi A, (8), = liana (CON À, (0) s Aj> AE 
3) (t d. Ir = A(t)) G(t) = Clt) lt dL LA - À(t)), te J (se A(t) è anali- 


tica, C(t) e À(t) si possono scegliere analitiche). 


Ne segue che il sistema t 3, I, - A(t) è "equivalente" a v si 


m 
stemi disaccoppiati t di Li - A. (t), j = 1,...,v. Ci basterà esaminare 
J 
uno di questi. 
Se in À,(0) = A, si ha 1,=1, allorat 9, Ip, - A,(t) veri- 
; j j ORI ; 
fica la condizione di Fuches e quindi è localmente equivalente a 
t ln, - A; 
Consideriamo dunque il caso in cui l; > 1. Per semplificare le 


t9 


notazioni sopprimiamo l'indice j. Se abbiamo il sistema: 


sia 


(1.19) (t dl i - A(t))v=f 
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con 


[| 
u, “I 
DE 
TARE 
' 
È eni IR 
(1.19)' f(0) = LS 


 n-(1-1) 


ue C, 122; scriviamo V = (ac) corrispondentemente alle dimen- 


sioni dei blocchi. Utilizzeremo ora un'idea che credo sia di Malgrande(?). 


Dico che ponendo: 


# ne + + + + 
(1.20) Mq = pacco W_4 = Vo mtv 


il vettore w soddisfa un sistema de] tipo 


(1.21) (ta. I - Alt) 3 


tm 


dove à E icon È.) e 


mi; 
Simeiazini 


im 


wr 


D Fi 
n ' 
Si LN 2 
(7a fender | 
tu-1 “| 
‘to peli 
RE SIE] 
(1721) A(o) = 
tu-(1-2) Porcini 
! 0 u-(1-2) | 
ra eso da UE 1 
u-(1-2) 
© io 
I 
In effetti: 
> ] 
ta, ve o By) wo 4 = 
h=1 
con At) = Bin); oh 1 È 
Poiché B;10% lio = 0 per = 1-17 s1 ha 
B.(t) =tB..(t) trice C° B._(t). Allora: 
il = j1 per una matrice 11 . ora: 
ta, w Ls (el i + B,l0) wip+ fe dl 
e e TO purses 
Infine 
+ > 
t di wi] = t a ft vi) = 
= tto, V+ = 
sli o dba Da 
1-1 


+ + + 
= È Byplt) W, + (Bj (©) + I) WI + t f, 
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- — - 


IV-12. 


A questo punto esiste una matrice invertibile He GL(m; c) 


per cui: 
uo i 
o u 
ST 
n ia pi 
(1:22) A(o) = H (o) H = Lo laetf 


dove i blocchi sono di nuovo in forma di Jordan. 
Sicché: 


v % 
(t dL In - A(t))H = H(t d, In - A(t)) 


dove Act) è nella stessa situazione di A(t) salvo che gli autovalori sono 
solo u, u-f,...,0=(1-2). 
Se 1 = 2, allora t d, L, - Mt) è "equivalente" localmente 

(a t = 0) al sistema t d, In p A(o). In caso contrario ripetiamo il proce 
dimento ora indicato. Dopo un numero finito di passi arriveremo ad un si- 
stema t 9, In - A*(t) con A*(0) che ha il solo autovalore u e quindi sod- 
disfa la condizione di Fuchs. Naturalmente occorre tener presente che il 
passaggio da t 9; In - ht) at 9, Ir - A*(t) non avviene mediante una ma 


trice invertibile a t = DI! 


IN=13% 
2. RISOLUBILITA' IN C° DI UN'EQUAZIONE: (ORDINARIA) DI FUCHS 


Consideriamo l'operatore di Fuchs (1.1) 


k m-k 


Rn k-j .m-j m-k-i 
(2.1) Pat a+ ua) ta ed I 
j=1 i=1 
con d;» b; Eu), oetcR 


Vale il teorema: 
Teorema i. La mappa (Pla Cai > case, 


u+ (Pu, y(u) = (oi u] ) è un isomorfismo se e solo se 


t=0logjan-k-1 
Ip(2) #0, Vze{m-k, m-k+1,...} (sem = k, si considera solo 


pi Ca) + e) 


Prova. Dimostriamo la cosa dapprima se m = k. 


Trasformiamo l'equazione Pu = f nel sistema equivalente: 
+ 
(2.2) (tali 7 At) u> Li 


come nella sez. 1. 

Dire che P: C°(I1) + C°(I) è suriettivo equivale a dire che 
ta IA: cn" c°(1)" è suriettiva. Se (ta, I, - ACt)) U = i, 
allora A(0) U(0) = #(0). 

Per l'arbitrarietà di #0), ne segue che 0 & o(A(0)), i.e. 


1p(2) # Operz = 0. Derivando il sistema: 
dot) + t de) - A'CE) dice) - ACE) dele) = #'(0) 


e quindi (1, - A(0)) ù"(0) = F'(0) + A'(0) Ul0). 


IV-14. 


Per l'arbitrarietà di à'(0), ne segue che 1 & o(Alo)), i.e. 
Ip(1) # 0. Proseguendo così si prova che Ip(2) FU see {0,1,...} 
Proviamo ora che se Ip(2) # 0 quando z e {0,1,2,...} allora 


P: C°(1) + C°(1) è un isomorfismo. 


Unicità. Prendiamo u € C°(1) e proviamo che se Pu(t) = 0 al- 
lora u = 0. Basterà provarlo per t = 0. Se Pu = 0, allora ve C°(I) ed è 
piatta a t = 0. Dunque VN > 0, ult) e piatta a 


5" vy (0) per una v 


N 
t = 0. 0ra: 
(ta. - Ace ct (0) = 
È N 
= 9, vy (0) - (At) - NI) vy(8)] = 0 
e quindi: 
(2-3) (t di In - (At) - N In) vy (0) =0 per t>»0. 


Ne segue che 
Ft Iny(t)1? = (ReCA(t) - n Lo) vy(8), vy(0)). 
Se N > 0 è abbastanza grande (Re(A(t) - N In vlt)» vy (0) 


- cy lvy(t)1° per t €[0,T], con Cyt+e, N+ +0. Fissati 
USE SIT CT: 


IA 


È È 
1 d 2 2 
7 [ Ss Pai Ivy()| ds S- SN [ Iwy(5)] ds 


1 t 
alii yy (15) s - (c, - 1) [ [yy(5)1° ds 


IN=15: 


Se ne deduce che vy (0) = 0 su [0,T] (se C, > DI Dunque u(t) è nulla su 
un intorno [0,T] di 0. 

Per la teoria classica si ha allora u(t) = 0 sul. 

Esistenza. Supponiamo dapprima che il sistema t CA In - At) 
verifichi la condizione di Fuchs. Allora risolvere (t CA La - A(t)) ult) = Î(t) 
equivale a risolvere (t dl In - A(o)) W(t) = c(t) 1 $ in un intervallo 
[-T,T]CI e porre poi ùÙ = C(t) W. 

Dopo questo ù(t) si prolunga in una soluzione definita su I. 


Vogliamo dunque risolvere 
(2.4) (ta, I, - Al0)) W(t) = S(è) 
su un intervallo [-T,T] CI, supponendo g = Cor e o(A(0)) N {0,1,2,...}=0. 


Senza minore generalità possiamo ridurci al caso in cui 


o(A(0)) C{z € C|Re z < 0}. Infatti poniamo 


e 
ulti = YU, - td nt vie) 
ni il 
(2.5) > 
Po eu na 
g(t) = Da; gt et my 
î ] 
dove W; = >) “lan 3 9; S dì 9lL-0° Se vale (2.4) si ha: 
+ + 
à j = SRG ji Dalaco 
(2.6) (I, A(0)) W #9; j 
Sicché: 
N+ N + + 
(ta In A) (è wWat [ta ve (A- NI VI 
+ N21 1 x + j N+ 
= 9 LI IG: AM alt the). 
j30 °° 


IV-16. 
Se quindi sappiamo risolvere: 
SSN 
(2.7) (t CA In =Afo)) va=sh. 


basterà definire 


N-1 - 
+ = Ale A E -1+ 5 N+ 
(2.8) w(t) “Li; i MITA giano 
per avere che (2.4) vale. Se N è grande c(A(0) - N In) C {z EC|Re z < 0}. 
Dunque, senza mimore generalità, risolviamo (2.4) supponendo 
che o(A(0)) C {z|Re z < 0}. Definiamo 


(2.9) pAlodI N e (A(0)+1)In p p €10,11 
e poniamo 
+ ' alora 
(2.11) E g(t) = [ p g(pt) dp . 
(0) 
E' chiaro che E g € (C°)" e, di più: 
* Alfa 
to, Eg(t) = | p tg'(pt) dp = 
(o) 
1 
-| Nula + [g(ot)] dp = 
- + = ! - «I + 
= 0800) Gtot)1P"1 + AGO) [ p AO Got) do = 
(0) 
= A(0) E glt) + g(t) 
(N.B. gr 40) +0, p+0+1), 


Il risultato è dunque provato nell'ipotesi che sia soddisfat- 


IV-17. 


ta la condizione di Fuchs. Supponiamo ora che la condizione non sia sod- 
disfatta. Basta evidentemente studiare la risolubilità in c°1)" di un si 
stema (t d; In - À(t)) ù = # con À(t) come in (1.19)! 

Abbiamo visto come ad esso si possa associare un sistema 
(t dl In - A*(t)) W = g che soddisfa la condizione di Fuchs. Dunque, 
data da siccome o(A*(0)) = {u} N {0,1,...} = è, tale sistema ha una solu- 
zione C° W(t) definita su un intervallo [-T,T] CI. Eseguendo su W le tra- 
sformazioni a ritroso siamo a posto. Mi limito a farlo vedere nel caso 


1= 2, i.e. 


Bit) B,.(t) 
(2.11) À(t) -| di a ’ 
Bo (t) Bop(t) 
u "] 
con B,7(0) = B,, (0) =0e B, (0) = È ul» 


1 * | * » % 
5 j i S 
B,(0) È pel» Per costruzione, abbiamo trovato (w,(t), wo(t)) C 


tale che 


EMAORIMORIORIROLAORE: 


ta, m(t) tB,(t) vw, (t) + (B,7(8) +1) w(t) sl: Ù, 


Dv 
dove t B,2(t) = Bot). La seconda equazione dà 
+ ” + + 
(t ap I (Bo, (è) +1) w(t) = t [B,, (t) w(t) + fp] 
& . CORRO 
Dunque -(B,,(0) + I) w, (0) = 0, ma B,.(0) + I è invertibile, 


e quindi w,(0) = 0, sicché wi (è) =t up (è) per una up (è) E C° e pertanto; 


+ 
= W 


balia 


IV-18. 


ta, 4, = 8,08) u, (6) + B,y(t) U,(t) + #, (8) 
ta, ù, = B,,(t) ù, (8) + By (0) un (t) + F (8) 


x si + È Pat i 
i.e. 0 (U,» Un) soddisfa (t 9 In At)) U=f. 

Questo discorso può essere ripetuto nel caso ] > 2, provando 
la tesi. Sia ora md k. 

Sia $ € C°(I) e consideriamo pe d). Non è difficile vede- 


v 
re che esiste un operatore Fuchsiano P d'ordine m e peso è tale che 


p(e 4) = Po) , voe e) 
(2.12) 
Ip(2) = Ip(z4àm-k), zec 


Proviamo ora che se Ip(c) # 0 per x € {m-k, m-k+1,...} allo- 


ra la mappa: 


(2.13) (P, v) : C+ cio dt 
d 
Mku : 
+ Puo EOLO gd) 
(o) 


è un isomorfismo. 

Se (P,y) u = 0 allora u è del tipo u = "glia $ per una d E C (I), 
sicché Pu = 0 Po = D. Ma Iy(2) #0 per ze {0,1,...} (per (2.12)), sic- 
ché è = 0, i.e. u= 0. 


Sia ora 


Scegliamo $ € C°(I) per cui 


+ m-k-1 c. m-k-1 c. 
Post P| 3) t°. Allora P | i Sca o] = 
50) 0 0° 
m-k-1 Cc n m-k-1 c. . 
-fer A ua di dd 
pal 5300 


Viceversa sia 


(P.y) : CI) + CI) ® Poni 


un isomorfismo (anzi sia su). Allora data f € C°(1) sia ue C(1) con 
Pu = f e y(u) = 0. Allora u = * $ per una certa è, quindi Pu = Po ni 
i.e. È èsuriettivo e quindi Iy(z) # 0 per z € {0,1,...}, i.e. Ip(c) #0 
per c € {m-k, m-k+1,...}. 

Nel caso in cui P abbia coefficienti analitici lo stesso Teo- 
rema 1 vale ove si sostituisca A(I) a C°(I). 


Per l'equazione di Bessel il Teorema 1 si applica se v € Z. 


3. RISOLUBILITA' LOCALE IN D' DI UNA EQUAZIONE (ORDINARIA) DI FUCHS 


Il Teorema 1, nel caso m = k, da una condizione necessaria di 
risolubilità locale in e per l'equazione Pu = f. 

Tuttavia, l'equazione è localmente risolubile, per f € Ci an 
che se Ip(2) è nullo per qualche z € {0,1,...}. 


A tal fine utilizziamo il Lemma seguente. 


Lemma 1. Si consideri ‘il sistema t 3, La - A dove A è una ma- 
tnice mx m complessa e sia p E (1, +) tale che o(A) N {2 E C|Re z = -1/p}= è; 
allora per ogni Fe LP(R)" esiste unica ue LR)" tate che: 
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i)t a, ueLPr)" 
2) (t9,1, - AYUÙ=# su D'(R)" 


Prova. Indichiamo con Ho I_i proiettori: 


(3.19 Il Ù | (2:> A)! dz 


+7 20 
Y, 


con y, come în figura 


d4 
pa 
o(A)nf{Rez>-4/p} 
o(A)n {Rez<-4/p} 
Rea=-1/b 
Si ha I, lee In? I, met I, = 0 
e definiamo: 
Age Li gii 

(3-2) pii=te = ri | Db AZ- A) de, pid 


dove y racchiude (in senso antiorario) o(A). 


La (-°) m F 
Se f € co» + ©) poniamo, per t > 0: 


IV- 21. 


È 
(3.3) E È(t) > [ (mo (0)8) Fe) La 
(6) 


+0 
tA\ % ds 
. | Ra 
t 
L'integrale converge giacché î è nulla vicino a 0 ed a + ©. Risulta 
ta, E FC) = (m + n) (0) + AE (E) = Fe) + AE F£) 


x a - A - au m 
Ci proponiamo ora di stimare la norma di E f inL (R,) ». Po- 


niamo 
È ha th ds 
E_ f(t) = [ [Le I 
0 
Si ha 
* gd m i 1/p + p dt | 1/P 
NE_f; L'(R) = | bili SI | 
(0) 
Ora 
be Li t.A#1/p 1 1/p+,\ ds 
(3.4) v‘’2 E Ft) » [ ra et eo 
(o) 


‘21/P 7(s 


Dunque t !/p E Î(t) è la convoluzione su R, con la misura d di s 
con la matrice 

1 © ot! /P I , SEA 
(3.5) K_(0) = 

(o) sg consi 


Per il Teorema di Hausdorff-Young: 


IN="22: 


(3.6) te Fer i 
+o0 
s (/ - im 0 84/1 se) nà; LP)" 


Ora 


Quindi 


santi 
#5 
8 
e] 
' 
(°] 
> 
hr 
ig 
Do) 
i 
o 
a 
IA 


perché sul compatto y_ Re & + 1/p < De (tz - A) è limitata. 
In modo del tutto analogo, ponendo 


+o 
ar _ a LEA ey 1 10S 
E, f(t) =- [ I, (2) 1 f(s) i. 
t 
si prova che: 


* Bag sai 
(3.7) NE, Î; L'(R'I sc IF;L (RO 


per una C > 0 indipendente da Î. Poiché RI)” è denso in 1? cr)" se ne 
conclude che 


(3.8) E: La” * 1° (r)" 


con continuità. Inoltre (t L= MÉ î = È nel senso delle distribuzio 


IN- 23. 


ni su (0, + ©), Yi e Pr)". E' chiaro che AE $ € LP (R)" e quindi 
ta, fe Pr”. 
a iatdentalmante, ora che se ue 1°)” e 
(t d; In - A) Ù = 0 in senso debole, su (0, + ©), allora U=0. 
+ Lo) m 
Data $ € co) 3 


-<u,'ag>-<i, 0,69) = 
+ + t + 
=-<U,ta,gé+(A+I)ò> 
Ora - cha + In ha lo spettro disgiunto da {z € C|Re z = - 1/9}, Fa 
Dunque, assegnata V e LÎR,)" esiste $ e L%R)" per cui ta, pel AHI, ) d= v. 


Allora 


ci, da - dita + (AIM? 


=-<AÙ, $>-<d, a,(t.9)>. 
ora i.jel'ir), a, (-t9e Lr) 
+ È + 
sui + + + + + + 
Dunque :- | aU-t$)=<ta,u, è>+<u, alt 0) > 
lo) 
e quindi: 
-<U, Va cta  U-AU,v>=0 


Conclusione, per l'arbitrarietà di Y, Ùu=0. 


(N.B. se T < + © în generale l'unicità salta!). 
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Sia ora f € Pr)" e sia ù e LP(R pe con td. Ù - AÙ =f su 
+ + t + + 
(0, + o) in senso debole. 
Sia poi Ve L?R,)" tale che, posto g(t) = F(-t), t> 0, rie- 
sca t d. ohi a gj su (o, +). Allora, posto ù (t) = Vi-t), te (-0,0), 
risulta: 


ta u(t) = (-t) V(-t) SAVI) + d(-t) = AT (0) + Fl). 
Infine poni amo 


USE): "5 ADI CE Lo 
Ha + 
ult) = 

ulti >, ot’ 


allora ue Ri” di pinta, T-AT-M bia perché, 


t 
se ò E c_(r)": 


+ 00 

cradcaibbac cai | ult d' + d) dt 
lo) 

LIS + + 1,_ € 
+, + 
-f ult d' + d) dt ; ora U*t dEL'(R) e 
+ - ica ta 
o, (ut $) EL (R) e quindi, come sopra, 


+ 
u 


Sta, U-A s0>= <td>. 


Corollario 1. Dato 42 sistema t 9, I - Alt), At) E CI; L(C")), 
si supponga che per un p E (1, + ©), o(A(0)) N{Re z = - 1/p} = $. Allora 
IT E Jo, +[ ale che per ogni È e LP(R)" csiste de PR)" per cui: 


|(3.9) 


ta, ù - Alt) ù= #(t) su (-T,1). 


IV=25% 


Prova. Sia T> De x la funzione caratteristica di [-T,T]. 


se f e Per e consideriamo E % î, con E definito in (3.3), si ha: 


dove 


(tai ACC) bag F = 


(ta, Ip 7 ACO) - t B(t)) E x Î = 


î -tB(t1)Ey, f 
% fo 


B(t) = - (ACE) - AO) e c°(1; L(0")). ora 


lt B(t) E x7 CITI & 


sCT sup ]B(t)| Inpî; ; Lo)" 
|&|:ST 


sct sup |B(t)| uf; LP(-T,7)"I 
|t|sT 


con C > 0 indipendente da T ed f. Pertanto se T < T risulta che la norma 


di t B(t) E XT come operatore da e T kan in sè è < 1/2, sicché. 


È - t B(t) E XT è invertibile su OCT, ar 
Sia dunque assegnata g (Si Pr)" e posto î = dl T ne sia 


de LP(-T,7)" tale che a-t 30) E x7) è = 


Ue LP (r)" e (t dl In - A(t)) Ù = g su (-T,T). 


f. Ponendo ù = XT 14 si ha 


Corollario 2. Dato t 9 In - A(t) con o(A(0))N{Rez=-1/p}=$, 


t 


per un p € (1, + ©), assegnata $ E C°(I)" esiste ue [E 0: n CIN {0})" 
tate che (t 3, In = Alt) u=f4ul. 
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Prova. Sappiamo già che esiste Ve PETITE, con T > 0 oppor 
tuno, (-T,T) CI, tale che (t dda” A(t)) V = È su (-T,T). Siccome # è 
C° ne segue che VEL'ILT,1)4 {o})". Se I = (-a, b), costruiamo 
deci, be c°(-a, - 1/21)" tali che: 


(ta. I AM) d = su I7/2,b) 


dIT2I = v(T/2) 
(3.10) 


" 
hy 


(td, ITA v su <(-a, - T/2] 


d(-T/2) = V(-1/2) 


Ponendo: 


vit) , te [-T/2, T/2] 
(3.11) Ult) = dt) , te [T/2, DI 
d(t) » te ]-a, -T/2] 


si ha che ù soddisfa quanto richiesto. 


‘que.d. 


Possiamo ora formulare il risultato principale. 
Indicheremo con L lo spazio dei germi di distribuzioni defi- 


nite in un interno di t =/0. Si ha il 


Teorema 2. Sia P un operatore di Fuchs d'ondine m e peso m-k 
definito su un intorno I di t = 0. Allora P : LA “n è suriettiva € 
dim Ker P=m+k. 
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Prova. Ragioniamo dapprima nel caso m = kesiat dì La - At) 
il sistema equivalente associato a P. Supponiamo, per cominciare, che l'i- 
potesi di Fuchs sia soddisfatta. In tal caso basterà provare che 
t965nh7 A(0) : LAI + o" è suriettiva e che dim Ker(t 3, I, - A(0)) = 2 m. 
Per semplificare le notazioni scriviamo A in luogo di Ro° 

Senza minore generalità, usando il Teorema di Jordan, possiamo 


supporre che per un certo y € C sia: 


dove € = tu. Ci limitiamo quindi a studiare la suriettività ed il nucleo 


; EN N ; : 
di t dì LI A: ui E Pa (N è la dim. di A). 


Se B è una matrice N x N della forma (3.12) definiamo le matri 


ci distribuzioni: 
AB , -geaB n N 
(3.13) (tt io) = lim (t+ie) € D (R.; EG). 
E+0.£ 


Si noti che se B= A Iy allora (tti o)” = (tì Su Iy: Se invece 


1 # In(tei0) Terni LIn(t+i0)1 N! 
(3.13) (tri0)B=(t+i0)?lo { TCA, rin(teio)]} N? 


Si noti che W F((t+i 0))) e W F(In(t + i :0)) sono dati da 


{(o,t)|t z o} e quindi i prodotti indicati hanno senso. Ricordiamo che: 
nta, €50 
(3.13) In(t + i 0) = 


Inltlz in, t<0 


Ciò premesso definiamo le matrici distribuzioni: 


(3.14) K,(t,5) = Mt - 5) Itsio)@e (sio) NI, 
dove <Ylt- s); d(t,5) > = / d(t,s) dt ds, decori)". 
tis 


Usando il Teorema di moltiplicazione di Hòrmander si ha: 


Si 


(3.15) MF'(K,) € Aryp2 U {(0,05t,0)|{ î ° 


IAN 


0 
U {(t,050,0)|{7 s gf {(0,531,0)|{. < o ° 


Dunque 1'operatore K, si prolunga con continuità ad ogni ti (SI E'(R)" per 


. a . 
cui W F(f) n N = {(0,0)]{7 ì ol =deKk, Hi € D'(R)" con: 


(3.16) WF(K, Î) CHF'(K,) °WFG)UN,, 
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in particolare: 


(3.17) 


Ora: 


Poiché 


WF(K, f)N N =$ 
A + 


ta, K(t,s) = t[a, Y(t-s)] (b2 i 0)} ls # 1077 "N 


A 


+ 


V(t-s) (ta.(t si 0)%) @its + i 0) 


<9, Y(t-s); d(t,5) >= fl dò (t,s) dt ds = 
Ù ti 4 dt 


+0 +0 + 
-[ | dI (1,5) at| ds - I Vee Da (t,5) ce ds = 
(0) (0) -— 00 


(0) 


+00 
[ $(5,5) ds + [ $(5,5) ds = < S(t-s), $(t,5) > 
o 


- 0 


S(t-s) = S(t-s) t = S(t-s)(t+i o), ne segue che 


et 


ta, K,(t,s) = S(t-s) [(tsi VIN @ (s + i N 


+AY(t-s) [tti o)? ® (sti o) FIN È 


Passando agli operatori: 


(3.18) 


(ta, Ig AK = 


Sia ora f eo » dunque fe D'((- i Rin per qualche T > 0. Utilizzando un 


cut-off si »” supporre fe E ca)”. 


Siano x, (t,D RE x(t, D, ) due operatori Pasi Al eriziar 


propri d'ordine o tali A W F(x, ti n N = de î - A $ + 3a Î) sia C° 


IV-30. 


in un intorno dell'origine. Utilizzando il Corollario 3 si trova 

ve Pa)" s per qualche p € (1, + ©) tale che (t dl Iy -A)V= 
= 0. 

Poniamo ù = V + K, f, + K T. » allora ue 2'(r)" e 


al A) Ù = # in un intorno di t = 0. 


=f - o î > Î) in un intorno di t 


Di SETA (it dI E” A) = 0° + 0 è suriettivo. Sia 


ora Ù € D'(-T,7)" tale che (ta, Iy- A) U=0 su (-T,T). Port #0 
ue C° e sarà del tipo: 
tha , t50 
(3.19) ult) = 
rele, t<o 
2 ; N 
per certi vettori a, BE C. 
L'idea è di recuperare ù [(o) isa La fo germe) in 0 
me una combinazione lineare di (t + i o)? (ti or 


Consideriamo quindi: 


(3.20) vi ltatoptarei10%, ansbel 
Ora si ha: 

ei esp 
(3.21) (tp) 

fe a StE<I0, 


Sicché si devono scegliere a, b € c' in modo tale che a +b=0 e 
2A -i 
ae b=e UnA B e questo è possibile univocamente se e solo se 


X € Z. Dunque se X& 2, 
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i > È DON 1 LA 
(13.22) v(t)],, 0 (t+io) a+(t- io) bl, 0 

Si tratta di vedere se il sistema omogeneo t d, ix - A ha una 
soluzione con supporto in t = 0. Una tale V(t) è del tipo vit) = X "e 
S € e‘. SeA= A ly» poiché t d; Lg =- (kK+1) e". ne segue e” 


\ € {-1,-2,...}, che abbiamo escluso. Se A è in forma di Jordan non diago- 
nale, l'ultima equazione è t d. N = N e quindi ancora X € {-1,-2,...}, 
caso escluso. 


Prendiamo ora il caso ) € Z, allora 


+ A A 
(3.23) v(t)lf yo =t,%+t% Bleso i 
dove 
A + sia AI + ui A 
ch [ eat) de, ca,» [ |] d(t) de, 
(o) - 0 


per ò E cr). 
Resta da considerare il caso X E {-1,-2,...}. 


SeA= A Iy allora il sistema è: 


(3.24) È d; vi - 1 vj "0 & dedita 
Ciò richiede, se ) = - n: 

> _ N (n-1) 
(3.25) VI=st Iy o + CN Iy B 


per certi a, BR € cl. D'altra parte: 


5 


i nei 
(410) = la ai 00° Iy= lei n Cb gt), 1,» 


Dunque, in tal caso, 

(3.26) = V=ltsio)as+tt-i0)ìd, 

per due vettori, a Db E c‘ univocamente determinati. 
i I 


(si prende a + b=a, tacere (b - a) = B). 
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Supponiamo ora che A sia nella forma di Jordan non diagonale: 


È 0 Ve AV VI P j=1,...,N-1 
(3.27) ca “a 
5 d. VW = N 
Farò il ragionamento se N= 2e X= - 1. 
Un calcolo mostra che 
= gel x 1 . 2 
(3.28) (ttio) Inlt+ti 0) = t Inltltimg-tm 8, 
dove 
° é(t) - d(0) dle) 
(3.28)' <G, dd CR dt + Sh dt 
-1 = 0 


TOOnE 2 i 
Quindi, se A :( » ti ’ 


(3.29) (t + i 0) - 


tl 
+1 
= 
| 
(°°) 
tl 
E] 
= 
pr 
+ 


si noti che t dì g=-9 -5. 


Se Vj» Va risolvono (3.27), allora v. è necessariamente del 


2 
tipo: 
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1 . 3 
(3.30) volt) = ag +1 $i 3 per certi ds Y Si 
Siccome t d, i Vv Ho » allora per t # 0: 
a da 03 Injt| t>0 
1E° 7% , 
(3.31) Vv (t) Z DI 
i 1 1 
à, 7 +% + ti sas t<0 


per certi 0 3 a, € C; (3.31) si scrive 


1 
UA a, 1 Int] + (4, - a,) g pert 70 
fit 2: 1 1 i ° 

In conclusione: 


1 i A 
(3.32) v (8) = 7t%7 In[t| + (a, - a, ) g+B88,> 


per qualche B € C. 


Imponendo di soddisfare il sistema, si ha (a, - d,) = Ys 
i.e. d, = a, Y Concludendo: 


1 
vi (è) =07+9%+ It -Y9+86, 
(3.33) 
LIT 
We 


E' facile vedere che (3.33) si può scrivere nella forma 
(t+i 0) a+(t-i o b con a, DE c°, univocamente determinati. 
L'argomento può essere fatto in generale e quindi si conclu- 


de che Ker(t d, I, - A) come operatore da CRE in sè è generato dai germi 


N 
corrispondenti a (t + i o), seig& 2, e da ” se ) € 2. 


Dunque, se vale la condizione di Fuchs, il nucleo di 
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t 9 I, - A(t) come operatore da _ in sè ha dimensione 2 m. 
Vediamo ora come si toglie la condizione di Fuchs. 
Risolubilità. Possiamo supporre di avere fe E'(R)" con 
A + La I € (gt 1 gh per qualche T > 0 e LA E'(R)", con 
NN- = $. n 
Per il Corollario 3 esiste V e PR)" (per qualche p) con 
(t dL In x A(t)) V = g su un intorno di t = 0. 
Ragioniamo ora su Li supporremo che A(t) sia della forma 
At), (1.19), (1.19)'; associamo a t Is À(t) il sistema 
LE A*(t) dove A*(0) ha il solo autovalore u. Dunque, per quanto 
visto prima, esiste v_(t) con W F(V,(t)) NN = è tale che (t CA In - A?(t)) 
v_(t) = #, (0) in un intorno di t = 0 î, si ottiene da f, facendo le tra- 
sformazioni lineari che fanno passare da À(t) ad A*(t)). Ragioniamo ora 


per semplicità sul caso 1 = 2. Abbiamo quindi: 


+ + »v + 
Sh t d, a alt) vt B(t) fat ta, 
+ 2, + + 
È 9, N ® ty(t) Vit (6(t) + I) Va +t To, 


i + + + x -1+ 
ora poniamo u, = v, e U, = (t+i0) vv 


definito perché W F(V,) NN_ = è! allora t Ù, = Ve quindi; 


2 notando che il prodotto è ben 


2 
È d, ù, = alt) Ùù, +t (109) ù, + Li , mentre t 9 ù, =[ta,.(t+i ai Vi 
È -1 + + È + t + e è 
+ (t+i0o) t dl Va 3 Un + y(t) u, + (6(t) + I) U, + To, E 
= y(t) Ù, + S(t) ù, + Ga Concludendo, (U, » Ù,) risolvere il sistema. 
im 


Discorso analogo per PI Resta così provato che t 9 


‘m 
t In At): Di cp L* 


è suriettivo. 
Modificando un po' l'argomento fatto nel caso in cui la con- 


dizione di Fuchs è soddisfatta si vede ancora che Ker(t 2 In - A(t)) ha 


ha 
dimensione 2 m in Do: 


Resta, infine, il caso m > k. 


m-k 


Poniamo P = t P. È è un Fuchsiano d'ordine m e peso o. Dico 
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che la successione: 


ca m-k 
(3.35) o + Ker P+ Ker P + Ker t +0 
è esatta. 
Si ha: 
Ker gr = {u p'|e* u= dp = 
m-k-1 (i) Li 
= {u D;lun da cda (ener EC 1» 
j=0 
sicché dim Ker gk = m-k., 
D'altra parte P : Ker P + Ker glia è suriettiva. Infatti data 
xè. 609) esiste u € D', Puv Zc, 859) e quindi EE pu = Pu = 0. Dun- 
da © (o) AA 


que (3.35) è vera. Allora 


(3.35)! ter B/ker € a ker P 


e quindi dim Ker P= 2m- (m-k)=m+k. 


